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Поиск быстрых алгоритмов для восстановления сигнала без фазы актуален в настоящее время. Алго-
ритмы восстановления важны в обработке разнообразных сигналов, в особенности в технологии распо-
знавания речи, в томографии. Главное свойство фреймов, которое делает их настолько полезными в 
прикладных задачах – их избыточность. Хорошо выбранный фрейм может обеспечить численную 
устойчивость для восстановления сигнала и получение важных характеристик сигнала. 
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Введение  
Поиск алгоритмов для восстановления сигналов без фазы является актуальной задачей. В 
настоящее время выпущено большое количество статей по поиску алгоритмов решения 
этой задачи. Недавно была показана теоретическая возможность решения этой задачи [4]. 
Показано, что семейство фреймов восстанавливает сигнал по абсолютному значению 
фреймовых коэффициентов в полиномиальное время [1].  
Фреймы 




1  называется фреймом Гильбертового про-
странства H существуют такие константы 0 < A ≤ B < ∞, такие что для всех x ∈ H выпол-







A и B называются границами фрейма. Наибольшая из нижних границ называется опти-
мальной нижней границей, а наименьшая из верхних границ --- оптимальной верхней 





 называются фреймовыми коэффициентами. 






 , его оператор анализа определяется так: 






Оператор синтеза – сопряженный оператор T*, который удовлетворяет: 








Фреймовый оператор – положительный, самосопряженный обратимый оператор 














 является равномерным равноугольным 
жётким фреймом, если существует c>0, такое что для любой пары векторов фрейма j
f
 и 
kf , j≠k, мы имеем:  
., cff kj 
 
Известно, что есть верхняя граница для некоторого числа векторов  в равномерном рав-






 на N-мерном Гильбертовом пространстве H. В 





, в комплексном случае - 
2NM  ([10], [3]). Постро-
ение максимального числа векторов для равномерного равноугольного жесткого фрейма 
очень сложная и нерешенная задача в теории фреймов. 
Определение 3:  Пусть H – вещественное или комплексное Гильбертово пространство. 
Говорят, что семейство векторов 
  ,)( He jk   },,..,2,1{ NKk   },..,2,1{ MJj   является фор-
мой М взаимно несмещенных базисов, если для каждого  J ' jj,  и K 'k k,  величины внут-




















                  
где символ Кронекера 
1',  jj   и 
0',  jj  если j'j  . 
Максимальное число М=N+1 – это количество взаимно несмещенных базисов 
}1,1:{ NkMje
j
k   в N-мерном Гильбертовом пространстве H [8, 3]. Построение мак-
симального числа взаимно несмещённых базисов для Гильбертовых пространств произ-
вольных размерностей – также сложная и нерешённая задача в теории фреймов. Однако, 
это возможно, если мощность N – простое число в комплексном случае и мощность N 
равна 4 в вещественном случае [5, 6]. 
Примером с взаимно несмещённым базисом является радиоимпульс с дискретной ча-
стотной модуляцией. 
Предложение 1: Пусть  N – простое число, w – первообразный корень из единицы сте-




1   - канонический базис в 




 и для каждого  j∈{2, …, N+1} имеем:  
















Это определяет семейство (N+1)-взаимно несмещённых базисов, которые вызываются 
радиоимпульсами с дискретной частотной модуляцией [7,11]. 
Фреймы общего положения 
В работе [1] показывается, что фреймы общего положения восстанавливают сигналы без 
фаз и это восстановление достигается за полиномиальное время. 
Рассмотрим M - нелинейное отображение, переводящее вектор в абсолютное значение 











 Если необходимо связать M с некоторым 
фреймом, то запишем: 
F . Пусть ~/HH r   - фактор-пространство, полученное отож-
дествлением двух векторов, если они отличаются постоянным фазовым коэффициентом. 
Таким образом, x~y означает, что существует константа c:|c|=1 , такая что y=cx. 
Для вещественных Гильбертовых пространств 1с , тогда }1/{ HH r . Для комплексных 
гильбертовых пространств 
 iec , тогда }/{
1THH r  , где 
1T - окружность единичного ра-
диуса на комплексной плоскости. В квантовой механике эти проективные лучи опреде-












Рассмотрим два случая: вещественный  и комплексный. 
Если 
NRH  , множество I состоит из М-элементов,  I={1, 2, …, M} . Тогда 
MRIl )(2 . 
Множество Gr(N, M; R) – это множество N-мерных линейных подпространств в 
MR , ко-
торое имеет структуру N(M-N)-мерного множества.  
Gr(N, M; R) называется множеством Грассмана. Фреймовое  расслоение F(N, M; R) - это 
группа  GL(N, M)-пучок над Gr(N, M), определенное следующим образом: расслоение  
F(N, M; R) над точкой GL(N, M) соответствует линейному N-мерному подпространству 


















                           
где },...,{ 1 Mk eee   – канонический базис в
MR . 
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Через W обозначим ранг аналитического отображения )(
NRT . W будет являться N-
мерным  линейным подпространством в 
MR и оно будет соответствовать точке на множе-
стве Грассмана Gr(N, M). 
Рассматриваемое нелинейное отображение в вещественном случае: 









Два фрейма называются эквивалентными, если есть обратимый оператор T  на H, такой 
что  g=)T(f ii для всех i∈I. Известно, что два фрейма эквивалентны, тогда и только тогда, 
когда ранги их сопряженных операторов анализа совпадают  [2, 9]. Получаем, что M  
фреймов на 
NR  параметризованы расслоением пространства F(N, M; R), GL(N, R) -пучок 
над Gr(N, M). 
В [4] показано, что для двух эквивалентных фреймов F  и G (ранги их коэффициентов 
совпадают) 
F  инъективно тогда  и только тогда, когда инъективно 
G . Отсюда следу-
ет, что для двух фреймов, соответствующих двум точкам в одном расслоении      F(N, M; 
R), их нелинейное отображение может являться инъективным, либо нет. 
В комплексном случае 
NCH   получается почти тоже самое. Пусть 
NC  - Гильбертово 







NC  оператор анализа определяется 






















Ранг коэффициентов, то есть ранг оператора анализа, есть комплексное N-мерное под-
пространство в 
MC , которое обозначим снова W. Таким образом, фрейм определяет точ-
ку комплексного Грассманиана Gr(N,M)C, параметризованного N-мерным комплексным 
подпространством в 
NC . Как и в вещественном случае, множество М-фреймов в 
NC  па-
раметризовано точками расслоения F(N, M;С), GL(N, C) - пучок над Gr(N, M)C. Нели-
нейное отображение: ,}/{:








 где два вектора xyx
ˆ,  , 
если существует такая константа 
1:  cCc
, такой что y=cx. 
Основные результаты из [4]: 
Теорема 1: Справедливо: 
(Вещественный случай) Если M≥2N-1, то для фрейма общего положения F, нелинейное 
отображение М инъективно. 
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(Комплексный случай) Если M≥4N-2, то для фреймы общего положения F, нелинейное 
отображение М инъективно. 
Комментарий: В обоих случаях, в вещественном и комплексном, в Теореме 1 термин 
"фрейм общего положения" означает следующее: если мы рассматриваем Грассманиан 
Gr(N, M) как  вещественное алгебраическое многообразие, то существует открытое по 
Зарискому множество U⊂Gr(N,M), такое, что утверждение справедливо для всех фрей-
мов, у которых  ассоциированное линейное подпространство соответствует точке на U. 





торый удовлетворял бы Теореме 1 (см [4]). Неизвестна точно минимальная граница для 
комплексного случая. Также, в вещественном случае существует простой прямой метод 
для проверки инъективности отображения M для соответствующего фрейма [4]. 




1  фрейм в 
NR . Следующие утверждения эквиваленты: 
(1) отображение )(:
2 IlH r   – инъективно 







 полно в 
NR ( ). 
Следствие 1: Если F это М–элементный фрейм в 
NR  с M ≥ 2N - 1 и у F каждые N-
элементов  фрейма линейно независимы, то оператор )(:
2 IlHM r   - инъективен. 
В [1] показывается, что фрейм общего положения будет восстанавливать сигнал без фазы 
за  полиномиальное число шагов. 
Пусть H – фиксированное N-мерное векторное пространство (вещественное или ком-
плексное), пусть },..,{ 1 Mee – ортонормированный базис для H. 
Теорема 3:  
(а) Если 











– фрейм общего положения. Тогда вектор xϵH 

















NCH   – комплексное, 






 – фрейм общего положения. Тогда 













 по абсолютной величине фреймовых коэффициентов за поли-
номиальное число шагов . )) (O(N 
6
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Заключение 
Восстановление сигнала возможно даже в случае отсутствия фазовой информации, кото-
рая часто теряется в ходе обработки сигнала. Примерами таких сигналов без фазы явля-
ются процессы передачи и обработки изображений. Восстановление потерянной инфор-
мации необходимо для последующей работы с данными. При потере части информации 
вышеописанные математические методы и оценки дают информацию о том, что сигнал 
возможно восстановить по модулям фреймовых коэффициентов за полиномиальное чис-
ло шагов . )) (O(N 
6
 
Необходима дальнейшая детализация для фреймов общего положения. 
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